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1 Grundlagen

1.1 Axiomatik reeller Zahlen

1.1 Definition (Gruppe). Eine Menge G heifst Gruppe, falls gilt:

E xistenz einer Inneren Verkniipfung: Es gibt eine Abbildung o : G x G — G, sodass folgendes
gilt:

A ssoziativitat:
Vo,y,2 € G: (roy)oz=xz0(yoz)
N ecutrales Element:

deeG:VreG:xoe=cox=2x

| nverse Elemente:
VeeG:JyeG:xoy=e=youx.

Der Klarheit halber sagt man dann auch, das Tupel (G, o, e) ist eine Gruppe. Eine Gruppe heift
abelsch, falls zusatzlich gilt:

K ommutativitat
Ve,ye G:roy=youx.

1.2 Definition (Gruppenhomomorphismus). Seien (G, oq,eq) und (H,opq,eq) zwei Gruppen
und f : G — H eine Abbildung. Dann heifit f Gruppenhomomorphismus, falls gilt:

Vo,y € G: f(rogy) = f(z)om f(y).

1.3 Bemerkung. Spitens jetzt sieht man, wieso man die Gruppenverkniipfung in der Notation
meist ganz weglésst. Dann sieht obige Gleichung namlich schon viel angenehmer aus

Vo,y € G: f(zy) = f(x)f(y).

1.4 Definition (Kern). Sei f: (G,oq,eq) — (H,om,ex) ein Gruppenhomomorphismus. Dann
heifst

ker f:={g€ G| f(g) =en}=flen)
der Kern von f.

Mit Gruppen kann man sich ein ganzes Leben lang beschéftigen. Wir fithren dieses Konzept
zunéchst nur ein, um kurz und knapp nocheinmal daran zu erinnern, wie die Rechenregeln fiir
reelle Zahlen R lauten:

1.5 Axiom (Reelle Zahlen). Die rellen Zahlen (R, +,0, -, 1) erfiillen folgende Aziome ("Rechen-
regeln”)

e (R,+,0) ist eine abelsche Grupppe.
e (R\ {0},-,1) ist eine abelsche Grupppe.
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e Distributivitat:
Ve,y,zeR:(x+y) - z2=x-2+y-z

Man beachte, dass aus der Tatsache, dass (R\ {0}, -, 1) eine Gruppe ist, insbesondere folgt, dass
1 € R\ {0} und somit insbesondere 1 # 0 gilt.

Man nennt allgemein eine Menge K versehen mit zwei Verkniipfungen + und -, die obige Regeln
erfiillen, einen Korper und schreibt dann, wenn man pingelig ist, auch (K, +,0,-,1).

1.6 Bemerkung. Man kann alle anderen "Rechenregeln”, die man {iblicherweise verwendet, aus
diesen Axiomen herleiten. Es gibt auch noch mehr Axiome, die z.B. die Anordnung < regeln,
aber damit wollen wir uns jetzt nicht beschéftigen.

1.2 Vektorrechnung
1.7 Definition (R™). Man nennt
R":={x = (x1,...,2y,) | z1,...,2, € R}

den n-dimensionalen euklidischen Raum oder auch den “R hoch n”. Ein Element x = (z1,...,x,) €
R™ heift Vektor und z1,...,x, seine Koordinaten. Die Physiker machen kleine Pfeile {iber ihre

Vektoren, z.B. Z. Wir nicht.

Wichtigster Anwendungsfall ist der R? (die euklidische Ebene), der R” (der euklidische Raum)

und spiter auch der R* (der euklidische Hyperraum).

1.8 Definition (Vektoroperationen). Seien x,y € R™ und A € R. Dann sind folgende Operatio-
nen definiert.

Addition
1+ Y1
x+y:= ; e R™.
Tn + Yn
Skalarmultiplikation
)\:L‘l
Ax =Nz = : e R™
ATy,

Skalarprodukt
(x,y) :=z1y1 + ... + Tpyn € R.

Norm/Lange
|z ==/ (2, x). (1.1)
Kreuzprodukt Nur fiir n = 3 definieren wir auerdem

T U1 T2Y3 — T3Y2
TXY=|ZT2| X Y2 | = |2T3Yy1 — 21Y3
z3 Y3 T1Y2 — T2Y1
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1.9 Definition (Einheitssphére). Die Menge
S":={zx e R"" | |z| =1}
heillt Einheitssphdre der Dimension n

1.10 Definition (Winkel). Fiir zwei Vektoren z,y € R"™, x,y # 0, heifst

£(z,y) = arccos <<$’y>> (1.2)

=[]yl

Winkel zwischen x und y. Dabei sei daran erinnert, dass cos : [0, 7] — [—1,1], also arccos :
[—1,1] — [0, 7]. Wir messen Winkel also immer im Bogenmaf.
Man sagt, dass x und y senkrecht aufeinander stehen, in Zeichen x L y, falls gilt

L(x,y) = g oder dquivalent (x,y) =0.

1.11 Bemerkung. Haufig findet man die den Winkel definierende Gleichung auch in der Form
(z,y) = llz|llyll cos (£(x, y)). (1.3)

Diese Gleichung ist dquivalent zu (1.2).

1.12 Satz (Additionstheoreme). Es gelten die Additionstheoreme

Va, f € R :cos(a £ 5) = cos(a) cos(B) F sin(a) sin(S)
sin(a £ B) = sin(a) cos() £ sin(S) cos(w)

Daraus folgen die Verdopplungsformeln

cos(2a) = cos(a)? — sin(a)? = 2cos(a)? — 1 = 1 — 2sin(a)?),

sin(2a)) = 2sin(«) cos(a). 14
1.13 Satz (Eigenschaften des Kreuzproduktes). Es seien w,z,y, z € R3
(i). Anti-Kommutativitéat:
TXYy=—yYXu. (1.5)
(ii). Orthogonalitét:
rxylLx und Xy Ly. (1.6)
(iii). Winkelformel:
x Xy = |z|||ly] sin(£L(z,y))n, wobei n:=n(z,y) = Hz i szH (1.7)
(iv). Dreierformel:
(zxy)xz=(z,2)y—(y, 2)x (1.8)

(v). Jacobi-Identitét: Das Kreuzprodukt ist nicht assoziativ, aber es gilt

(xxy)xz+(yxz)xz+(zxz)xy=0.
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(vi). Tripelprodukt:
(x xy) X (xx2z)={(r,y X 2)x

(vii). Lagrange-Identitét:
<w X T,y X Z) = (w,y)(m,z> - (x,y><w,z)

Insbesondere gilt
w x 2? = [w]?|z* - (w, ).

(viii). Spatprodukt:!

L1 T2 I3
(x,yxz)y=(y,zxz)=(z,zxy)=det | y1 y2 u3
z1 22 23
Beweis. Alle Aussagen lassen sich durch grauenhafte Rechnungen beweisen. O

1.3 Komplexe Zahlen

1.14 Definition (komplexe Zahlen). Definiere (C,+) := (R?,+) und folgende Multiplikation:
:CxC — C

Auﬁerdem Setzen %% il"

)

1.15 Satz. Die komplexen Zahlen (C,+,0,-,1) sind ein Kérper!
Aufgabe 1.16. Sei z € C und z # 0. Finde eine einfache Formel fiir 27!,

1.17 Bemerkung. Man schreibt eine komplexe Zahl z € C daher auch:

z1 1 0 . .
z = =2 + 22 =21-1+29-1=21 + 12
29 0 1

Man kann iibrigens eine relle Zahl x € R auffassen als eine komplexe Zahl

(g) =xz+0-7€C.

1.18 Definition (Real- und Imaginérteil). Fiir eine komplexe Zahl z = z; + iz sagt man auch,
dass

z1 = Im(2), z9 := Re(2)

der Realteilleiner komplexen Zahl bzw der Imagindrteilleiner komplexen Zahl von z sind. Diese
definieren Funktionen

Re,Im: C — R.

!Wer die Determinantenfunktion det noch nicht kennt, mége sich das letzte Gleichheitszeichen einfach wegdenken
und sich merken, dass die Zahlen auf der linken Seite genau dann 0 sind, falls x,y, z linear abhéngig sind.
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1.19 Bemerkung. Eine komplexe Zahl z € C ist genau dann Null, wenn ihr Real- und ihr
Imaginarteil Null ist.

1.20 Definition (komplexe Konjugation). Zu jeder komplexen Zahl z = z; + iz2 nennt man die
Zahl z := z1 — izo das komplex Konjugierte von z. Dies definiert eine Funktion

:C > C.

1.21 Definition (Betrag). Als Menge ist ja C = R? und auf R? haben wir eine Norm definiert,
siche eq. (1.1). Also haben wir auch auf C eine Norm und diese nennt man den komplexen Betrag.
Man schreibt ihn so:

| |[:C — R
z=z1+iz — |z| = /22 + 22 = /Re(2)? + Im(2)?

1.22 Satz (Eigenschaften von Konjugation und Betrag).
(i). Zeige, dass der komplexe Betrag multiplikativ ist, d.h.

Vz,2' € C : |22/| = |2||| (1.9)
(ii). Zeige, dass die komplexe Konjugaktion additiv ist, d.h.
V2,2/C i 24+ 2 =2z + 2.
(iii). Zeige, dass gilt:
VzeC :zz=|z% (1.10)
(iv). Es gilt fiir alle z € C:
zeER<=Im(z) =0 <= 2z =72

Aufgabe 1.23. Beweise obigen Satz.

1.4 Matrizenrechnung

In diesem Kapitel ist K € {R, C }. Wenn man das verwirrend findet, dann sollte man einfach so
tun als wire K = R.

1.24 Definition (Matrix). Seien n,m € N. Eine m x n Matriz A ist ein zweidimensionales
Tupel A= (aij)i:17._.7m7j:1
man auch als K™*". Man nennt die a;; auch die Eintrdge der Matrix A.

n aus Zahlen a;; € K. Die Menge aller solchen Matrizen schreibt

-----

1.25 Definition (Matrixaddition). Seien A, B € K"™*". Dann heift die Matrix C := A+ B €
K™*"  deren Eintrage definiert sind durch

cij = ajj + bjj

Summe von A und B.
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1.26 Definition (Skalarmultiplikation). Sei A € K™*" und ¢ € K. Dann ist B := cA € K™*"
die Matrix mit den Eintrigen

bij = caij.
Diese Art von Multiplikation einer Matrix mit einer Zahl heiflt Skalarmultiplikation.

1.27 Definition (Matrixmultiplikation). Fiir zwei Matrizen A € K™*" B ¢ K™** ist das
Produkt C := AB € K™** die Matrix, deren Eintréige definiert sind durch

m
Cij = E a/iyb]/j.
v=1

1.28 Definition (Einheitsmatrix). Die Matrix £ € K"*™ mit den Eintragen

1, i=j,
o
Yoo, i#j

heifst Finheitsmatriz. Streng genommen ist das fiir jedes n eine andere Matrix. Wollen wir das
in der Notation unterscheiden, schreiben wir F,,.

1.29 Definition (Nullmatrix). Die Matrix 0 € K™*", deren Eintrége ausschlieflich aus Nullen
besteht, heifst Nullmatriz und wird etwas schlampig ebenfalls mit 0 bezeichnet (obwohl dies
eigentlich fiir unterschiedliches n unterschiedliche Matrizen sind).

1.30 Satz (Rechenregeln fiir Matrizen). Es gelten folgende Regeln fiir das Rechnen mit Matrizen:
Seien A, B,C € K™*™ und a,b € K gilt:

(i). (A+B)+C=A+(B+C)

(ii). A+0=4
(iii). A+ (—A) =0, wobei —A := (—1)A.
(iv). A+ B=B+ A.
(v). (ab)A = a(bA).
(vi). 1A=A
(vii). (a+b)A = aA + bA.
(viii). a(A+ B) = aA + aB.
(ix). A(BC) = (AB)C.

Man sagt auch der K"*™ ist eine K-Algebra (aber keinen Korper).
Aufgabe 1.31. Beweise so viele Teile des obigen Satzes, bis du keine Lust mehr hast.

1.32 Definition (invertierbar). Eine Matrix A € K™*™ heilt invertierbar, falls es eine Matrix
B € K" gibt, sodass

AB=BA=F.

Man schreibt dann auch A~! := B. Die Menge aller invertierbaren Matrizen notieren wir mit
GL(n). Das steht fiir General Linear Group.

1.33 Satz (Ausrechnen des Inversen). Sei A € GL(n). Dann lisst sich die Inverse A~! durch
das so genannte simultane Gauf- Verfahren ausrechnen

(A B)= (B 47
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1.34 Satz (Determinante). Es gibt eine Funktion det : K"*"™ — K, genannt Determinante mit
der Eigenschaft, dass

VA e K"™": A € GL(n) < det(A) # 0.

Diese Funktion hat aufterdem folgende Eigenschaften:
(i). det(AB) = det(A) det(B)
(ii). det(cA) = " det(A), c € K,
(iii). det(A™1) = det(A)~!,
(iv). det(A) = det(A?)
Theoretisch kann man die Determinante einer Matrix immer konkret ausrechnen. Es gilt namlich
fiir n =2

det (CLH a12> = ai11ag2 — a21012. (1.11)
a1 a2

und fiir allgemeines A € K™"*" die rekursive Vorschrift

V1 <j<n:det(4d) = (—1)"a; det(Ay),
i=1

wobei A;; € K(=Dx(=1) dje Matrix ist, die aus A durch Streichung der i-ten Zeile und der j-ten
Spalte hervorgeht.

1.35 Satz (Inverse von 2 x 2-Matrizen). Fiir ein A € GL(2) gibt es eine besonders schone Formel
fiir das Inverse

= e = =i (4 2)

Aufgabe 1.36. Zeige, dass die so definierte Formel tatséchlich ein Inverses fiir A liefert.

2 Quaternionen
In diesem Kapitel fiithren wir die Quaternionen ein. Es gibt viele verschiedene Moglichkeiten die

Quaternionen zu definieren, die letztendlich alle dquivalent sind. Wir stellen hier exemplarisch
drei sehr bekannte Definitionen vor.

2.1 Definition durch komplexe Matrizen

2.1 Definition (Quaternionen). Definiere

H:={gE+qI+¢J+¢ K| q,q,q0, q € R} C C**?%

()

wobei
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2.2 Lemma (Eindeutigkeit der Darstellung). Jedes Quaternion ¢ € H hat genau eine Darstellung
der Form

q=qE+ql+gJ+qgK.

Beweis. Per Definition hat jedes ¢ € H eine solche Darstellung. Wir miissen uns also nur davon
iiberzeugen, dass diese Darstellung eindeutig ist. Angenommen, es gilt

¢=E+qa 1+ I+ K =g E+¢ T+¢,J +4; K,
dann folgt
0=1(q0—q0) E+(q1 — q1) T+(q2 — ¢3) I +(q3 — ¢3) K.

Wir wollen nun zeigen, dass ¢, — ¢, = 0, v = 0, 1,2, 3. Dafiir ist es hinreichend zu zeigen, dass
wann immer eine Gleichung der Form

O=xzgE4+z1I+22J+23K.

gilt, dass daraus folgt xg = 1 = x9 = 3 = 0. Setzt man in diese Gleichung die Definition von
E,I,J, K ein, so erhédlt man

0 0 [ ZTo 0 + i:Cl 0 + 0 o + 0 ixg
0 0 a 0 i) 0 —iIE1 —x2 0 ix3 0

Tro +1ir1 X9 +ix3
= . ) e c?,
—Z9 +1x3 T — X1

(2.1)

Daraus folgt, dass insbesondere gilt:
xo +1x1 =0 =29 + ix3.

Da eine komplexe Zahl genau dann Null ist, wenn ihr Real- und ihr Imaginéarteil verschwinden,
folgt die Aussage. O

2.3 Bemerkung. Wir merken uns an dieser Stelle, dass wir im Beweis in eq. (2.1) insbesondere
gezeigt haben, dass

(2.2)

VQEH:q:q0E+q11+q2J+q3K:<QO‘|‘ZQ1 QZ—Fqu)'

—q2 +193 qo — iq1

2.4 Lemma. Die Einschrinkung der Matrixmultiplikation von C2*2 auf H liefert eine Multipli-
kation

- H x H — H.
Es gilt
|E[ T [J[K
E | E I J K
rjyr|-1| K |-1J
JINJ|-K|-1] 1
K|K| J |-1]-1

Abbildung 2.1: Multiplikationstabelle fiir Quaternionen
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und man erhélt die folgende explizite Formel fiir die Multiplikation von Quaternionen z,y € H

z-y= (o E4ziI+a2J +23K) - (yo E +y1 L +y2 J +y3 K)
=(xo-Yo—T1-y1—T2-Yy2—T3-y3) - E
To-Yr+T1-Yo+ T2 Ys —T3- Y2

( B (2.3)
(xo-yo—x1-ys+a2-yo+a3-y1)-J
( )- K.

+ o+ o+

To- Y3 +x1-Y2 — T2 Y1+ T3 Yo
Das erkléart auch, warum man sich meist auf die Tabelle beschrankt.
Aufgabe 2.5. Beweise, dass die Multiplikationstabelle 2.1 gilt.

2.6 Satz. Die Quaternionen (H, +,0, -, E) sind kein Korper! Das liegt daran, dass die soeben
definierte Multiplikation nicht kommutativ ist, d.h. fiir zwei Quaternionen x,y € H gilt im
Allgemeinen

Ty # yx.

Ansonsten gelten aber alle Rechenregeln, die auch fiir reelle oder komplexe Zahlen gelten. Man
sagt daher auch, die Quaternionen sind ein Schiefkorper.

2.7 Bemerkung. Dass wirklich alle Rechenregln der reellen Zahlen Axiom 1.5 auch fiir die
Quaternionen gelten, beweist man beispielsweise durch Einsetzen und Nachrechnen. Fiir die
Existenz multiplikativer Inversen gibt es aber eine viel einfacherere Moglichkeit, die wir spéater
noch erkléren, siehe eq. (2.16).

2.8 Bemerkung (Quaternionische Relationen). Weil die Quaternionen ein Schiefkorper sind,
kann man sich das auswendig lernen der schrecklichen Multiplikationsregeln sparen. Man merkt
sich die Korperaxiome (die man von den reelen Zahlen ja schon kennt), beriicksichtigt die Nicht-
Kommutativitét, und lernt ansonsten nur die Gleichungen

P=P=K=1JK=-1. (2.4)
Alle anderen Rechenregeln folgen ndmlich daraus. Eine Rechnung sieht dann z.B. so aus:
(1+2I)(3+4J)=34+4J4+614+81J=3+4J+61+8K

2.9 Bemerkung. Die Gleichungen eq. (2.4) nennt man auch die quaternionischen Relationen.
Diese stammen vom Erfinder der Quaternionen: Sir William Rowan Hamilton, siehe fig. 2.2. Der
Legende nach sind ihm diese Gleichungen am 16. Oktober 1843 wéhrend eines langen Spazier-
gangs mit seiner Frau am Royal Canal in Dublin eingefallen. Er war davon so begeistert, dass er
sie in einen Pfeiler der Broom Bridge geritzt hat, siehe Bemerkung 2.9. Die beiden waren danach
aber trotzdem noch zusammen.
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Abbildung 2.2: "Here as he walked by on the 16th of October 1843 Sir William Rowan Hamilton in
a flash of genius discovered the fundamental formula for quaternion multiplication
i? = j2 = k* = ijk = —1 & cut it on a stone of this bridge.”

Abbildung 2.3: Sir Willian Rowan Hamilton (x04.08.1805 in Dublin; +02.09.1865 in Dublin), Ma-
thematiker, Physiker, Superheld. Erfinder der Quaternionen, Begriinder der Ha-
miltonschen Mechanik, zum Ritter geschlagen vom Lord Lieutenant von Irland.

2.2 Definition im R*
Nach Lemma 2.2 besitzt also jedes Quaternion genau eine Darstellung der Form
G0E+qI+¢pJ+pK.

Es ist also eindeutig durch die vier reellen Zahlen qq, g1, g2, ¢3 € R bestimmt. Ein Tupel aus vier
rellen Zahlen (qo, q1,¢2,q3) € R?* speichert also genau die gleiche Information. Daher kann man
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Quaternionen auch als Vektoren im R* ansehen und das wird auch oft so gemacht. Wir hitten
alternativ also auch so vorgehen kénnen:

2.10 Definition (Quaternionen). Definiere (H, +) = (R%,+) und definiere die folgende Multi-
plikation:

Zo Yo o Yo —T1 Y1 —X2-Y2 —T3-Y3

Tyl Y| _ | %o Y1+ XYoo+ X2Ys — T3 Y2

T2 Y2 To Y2 —T1-Ys+ T2 Yo+ T3-Y1

T3 Y3 To-Ys+T1-Y2 —T2-Y1 + T3 Yo

Definiere auflerdem
1 0 0 0
0 1 0 0
E = s I:= s J = 5 K:=

0 0 1 0
0 0 0 1

z-y=(To Yo—T1 Y1 — T2 Y2 — T3 Y3)
+(zo-y1+x1-yo+ T2 Y3 —T3-Y2) -
+(zo-y2 —x1-y3+T2-Yo+r3-Y1)"
+( )

o Ys+T1-Yy2 —T2-Yy1+23-Yo) -

Wir haben also die Multiplikation auf dem R* mit Gewalt so definiert, dass sie der Multiplikation
von Quarternionen H C C ?*2 entspricht, vergleiche eq. (2.3). Man darf sich also aussuchen, ob
man ein Quaternion als eine Matrix im C2*? (einer speziellen Form) oder einen Vektor im R*
ansieht.

2.3 Real- und Imaginarteil

Wir haben gesehen, dass man die vier Komponenten qq, g1, g2, g3 eines Quaternions ¢ = qg +
@1 1+qJ+q3K € H ¢ C2*2 eben auch als ein 4-Tupel (qo, q1,¢2,q3) € R* ansehen kann. Es
gibt nun noch mehr Mdglichkeiten, vier Zahlen zu gruppieren. Diese ergeben weitere bekannte
Darstellungen. Ein 4-Tupel ist ja nichts anderes als ein 2-Tupel bestehend aus einem 1-Tupel
und einem 3-Tupel. Man interpretiert also

qo0 1 0 00 . .
1 1
0 1 00
1= Z; =0 (ol Tlo 1 of |®2] T 0T| e £ (g0, (q1, 92, 43))- (2.5)
q3 0 0 0 1 a3 q3

Héufig sieht diese Schreibweise dann auch so aus

qg=a+"7, a=qy € R, U= | g
qs

Das sieht komisch aus, weil man meinen konnte hier wiirde ein Skalar und ein Vektor "addiert”.
Diese Addition kann man aber nicht wirklich ausfiithren, es ist nur eine Schreibweise, die durch
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eq. (2.5) definiert wird. Man nennt dies Schreibweise auch die Real- und Imagindrteildarstel-
lung und entsprechend von einem Quaternion ¢ = a 4+ ¥ dann auch a den Realteil und ¢ den
Imagindrteil. In Analogie zu den komplexen Zahlen erhalten wir also auch hier Funktionen

Re: H — R, Im : H — R3,
fiir die dann (mit obiger Notationskonvention) gilt
q = Re(q) + Im(q).

Der Imaginérteil ist hier nur eben komplizierter. Addition und Multiplikation {ibertragen sich
dann entsprechend in die Real- und Imaginérteil-Schreibweise.

2.12 Definition (rein imaginér). Man nennt
Hy = {g1I+q2J+a3K [ q1,92,93 € R} CH

die Menge aller rein imagindren Quarternionen und schreibt dafiir manchmal auch einfach R3,
siehe obige Bemerkung. Umgekehrt nennt man

{@E+0-14+0-J+0-K | q € R} C H
die Menge aller rellen Quarternionen und schreiben dafiir auch einfach R.

2.13 Lemma. Es gilt fiir rein imaginire Quarternionen
Vp,g €H, 2R : pg = —(p,q) +p x g (2.6)
Beweis. Die Quaternionen p, ¢ € H haben also Darstellungen der Form
p=rpo+p1l4+p2J+psK, ¢4=q+qal+epJ+gK

mit pg = 0 = go. Verwendet man die schreckliche explizite Formel eq. (2.3) fiir die allgemeine
Multiplikation von Quaternionen, so "vereinfacht” sich diese zu

pq = (p11+p2 J+p3 K)(q11+q2 J +g3 K)

=@o-q—P1-q1—p2-q2—p3-q3)-E
+@o-q1+p1-q+p2-q3—p3-q)-1
+(Po-@2—p1-@3+p2-q+p3-q)-J
+Po-q3+pi-g2—p2-q1+p3-q) K

=(-p1-q1—p2-q2—p3-q3)-E
+(p2-q3 —p3-q2) -1
+(=p1-@3+p3-q)-J
+(P1 g2 —p2-q1) K

P2 43 —P3-q2
A
S+ |-r-w+tp-a
P1-q2 —PpP2-q1
=—(p,q) +pxq.



2.4 Zentrum, Konjugation, Norm 15

2.14 Bemerkung. Die Darstellung
=g E+@l+egJ+uK= (g +g¢l)+(+qul)l

motiviert dazu, ein Quaternion ¢ als ein 2-Tupel aus 2-Tupeln bzw. aus komplexen Zahlen aufzu-
fassen. Es ist namlich ¢ auch durch die komplexen Zahln g1 + g2 I und g3 + g4 I bestimmt. Damit
konnte man ¢ auch als ein 2-Tupel im C? auffassen. Daher nennt man die Quaternionen auch
hyperkomplexe Zahlen. Dieses Verfahren kann man sogar noch weiter Verallgemeinern. Das sind
alles hochtrabende Fachbegriffe fiir die simple Tatsache, dass man vier Zahlen unterschiedlich
auffassen kann: Entweder sind es vier Zahlen untereinander, vier Zahlen nebeneinander, eine Zahl
und drei Zahlen, oder eben zwei mal zwei Zahlen.

Aufgabe 2.15. Ein Bauer kauft 5 Apfel. Berechne das Volumen der Sonne.

2.4 Zentrum, Konjugation, Norm
2.16 Definition (Konjugation). Die Abbildung

**H — H
g=pE+qal+@pt+aK = @E-q¢gl-¢pJ-¢@gK

heifst (quaternionische) Konjugation.

2.17 Lemma (Eigenschaften der Konjugation). Die Konjugation hat folgende Eigenschaften:

(i). * is ist involutiv, d.h.
VgeH: ¢ =¢q (2.7)
(i). * ist additiv, d.h.
VpgeH: (p+q)" =p +4q" (2.8)
(iii). Die reellen Quaternionen sind charakterisiert durch
VgeH:ge R+ ¢* =q. (2.9)
(iv). Die rein imaginire Quaternionen sind charakterisiert durch
VgeH:qgeH, < ¢" = —q. (2.10)
(v). Es gilt
Vg € H:q" = (Re(q) +Im(q))* = Re(q) — Im(q). (2.11)
(vi). Die Konjugation ist ein so genannter Anti-Automorphismus, d.h. es gilt
Vp,q € H: (pg)* =q"p". (2.12)
(vii). Es gilt die Formel

1
VqEH:q*:—§(q+IqI+JqJ—|—KqK). (2.13)
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Beweis.

i). Folgt aus der Definition.
i). Folgt aus der Definition.
i). Folgt aus der Definition.
(iv). Folgt aus der Definition.

). Folgt aus der Definition.

)

i). Wir rechnen

LY (Re(p) Re(q))" + (Re(p) Im(q))" + (Im(p) Re(q))* — ((Tm(p), Tm(q)))" + (Im(p) x Tm(q))"
EOLYY Re(p) Re(q) — Re(p) Im(q) — Im(p) Re(q) — {Im(p), Im(q)) — Im(p) x Im(q)
=Re(q) Re(p) — Im(q) Re(p) — Re(q) Im(p) — (Im(q), Im(p)) + Im(q) x Im(p)
=(Re(q) — Im(q))(Re(p) — Im(p))
“2Y (Re(q) + Im(q))* (Re(p) + Im(p))"
=q"p"
(vii). Es gilt
(q+T1ql+JqJ+KqK) =qE+q I+qJ+qgK
+H{@E+qI+q@J+@K)I
+J(@E+a I+ J+K)J
+K(@E+¢1 I+¢ I+ K)K

=g E+qaI+qpJ+¢K
—@E-qal+epJ+gK
—@E+qal-¢@J+eK
—@E+a I+ J—gK

=—2(@E-ql-@J-@K)=-2¢

2.18 Definition (Zentrum / Anti-Zentrum). Die Menge
Z(H) :={q € H|Vp € H: pq = qp}

heifst Zentrum von H. Es besteht aus der Menge aller Quarternionen, die mit allen anderen
kommutieren. Die Menge

A(H) :={qeH|VYpeH:pg=—qp}

heifst Anti-Zentrum von H. Es besteht aus der Menge aller Quarternionen, die mit allen anderen
anti-kommutieren.
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2.19 Satz (Anti/Kommutativitit). Es gilt

Z(H) =R, A(H) = 0.

Beweis.
"R C Z(H)”: Das ist klar.
"Z(H) C R” . Sei umgekehrt ¢ € Z(H). Dann folgt (da ¢ also mit allen Quaternionen kommutiert)

2.13 1
e :)—§(q+IqI+JqJ+KqK)

1 1
:—§(q+q12+qJ2+qK2):—§(q—q—q—q):q

Daraus folgt ¢ € R via (2.9).
"A(H) = 0”: Angenommen es gibe ein p € A(H) \ {0}. Dann gilt nach Definition

Vq € H: pg = —qp.
Fiir ¢ = p gilt also insbesondere p? = —p?. Das impliziert p = —p und dies wiederum p = 0.

Widerspruch! O

2.20 Bemerkung. Fiir zwei allgemeine Quaternionen p,q € H gilt also im Allgemeinen weder
pq = gp noch pg = —¢gp. Letzteres wird auf diversen Internetseiten immer mal wieder behauptet,
stimmt aber nicht. Es ist aber korrekt, dass die imagindren Einheiten I, J, K untereinander
anti-kommutieren. Das haben wir aber schon in fig. 2.1 gesehen.

2.21 Definition (Norm). Die Abbildung

| II'H —- R
1=0E+al+pJ+aK — V@ +d+ 6+ 43

heifst (quaternionische) Norm.
2.22 Lemma (Eigenschaften der Norm).
(i). Fasst man ¢ € H als Element ¢ € R* auf, so gilt
lal = llal-

Damit hat die quaternionische Norm || || also genau die gleichen Eigenschaften wie die
euklidische Norm | | im R*.

(ii). Fasst man ¢ € H C C?*? als Matrix auf, so gilt

lgl* = det(q). (2.14)

(iii). Norm und Konjugation stehen in der Beziehung (vergl. eq. (1.10) fiir komplexe Zahlen)
lqll* = q¢* = ¢*q. (2.15)

(iv). Ist insbesondere g # 0, so gilt die Inversionsformel,

1 q*
qg = . (2.16)
lqll

Ist insbesondere ||¢|| = 1, so gilt

gl =q". (2.17)
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(v). Die Norm ist multiplikativ (vergl. eq. (1.9) fiir komplexe Zahlen)
Va,q € H: [lad'|| = llallll¢'ll- (2.18)

Beweis.

(i). Das gilt nach Definition 2.21 der quaternionischen Norm || || und der Definition eq. (1.1)
der euklidischen Norm | |.

(ii). Es folgt direkt aus der Definition fiir jedes Quaternion g = qo + ¢1 I +¢2 J +¢3 K

(2.2) +1 +1 (1.11) . . . .
det(g) 2 det ( To+iq  a “13) 1 (g + ig1) (do — 1) — (=2 + igs) (a2 + igs)
—q2 +1q3 qo —q1

=q4 —i°qt + 45 — i°q5 = ||q||*-
(iii).
qq" = (@ + @1+ +6K) (g — (1 T+ I+ K)) = ¢8 — (1 T+q2 T +¢3 K)?

(2.6) q1 q1 q1 q1
=@+ {|le|. |le])-le|x|e|=d+F+d+d&=]d*
qs3 qs qs q3
—_————
=0

Wendet man das bisher bewiesene auf ¢* statt ¢ an, so erhélt man, dass auch
¢ =g = aq” = lal-

(iv). Das folgt direkt aus (2.15).
(v). Wir rechnen

14)

(2 1.34
lqd'|1? det(qq') =" det(q) det(q’) = |lq]*|ld'||*.

O

2.23 Definition (Versor). Ein Quaternion ¢ € H mit der Eigenschaft ||¢|| = 1 heift Versor oder
auch Finheitsquaternion. Die Menge aller Versoren schreiben wir als

V:={qeH]||q|| =1}.

2.24 Bemerkung. Fasst man ¢ als ein Element im R* auf, so entspricht die Menge der Versoren
grade der S C R*, d.h. es gilt

V =S3.

Die Versoren sind also nichts anderes als die dreidimensionale Einheitssphére im vierdimensio-
nalen euklidischen Raum.

2.25 Satz (Versorengruppe). Die Versoren V bilden zusammen mit der Quaternionenmultipli-
kation - eine Gruppe.

Beweis. Wir miissen nicht alle Axiome aus der Definition einer Gruppe, siehe Definition 1.1
nachrechnen, weil (H \ {0},-,1) ja schon eine Gruppe ist. Es geniigt zu zeigen, dass fiir zwei
Quaternionen ¢, ¢ € V auch das Produkt ¢ - ¢’ € V. Das folgt aber aus:

(2.18)

lag-d| lall - ¢ =1-1=1.
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3 Rotationen

3.1 Drehungen im Raum
3.1 Definition (Rodrigues-Rotation). Sei u € S und « € [0, 7). Dann heift die Abbildung

Ryo:R3 — R3
r +— cos(a)ry +sin(a)(u X x) + x|

Rodrigues-Rotation um die Achse u mit Drehwinkel a. Dabei sind x; ("z senkrecht”) und ) ("z
parallel”) definiert durch

x) =z — (z,u)u, T = (T, u)u.

Die Menge aller Rodrigues-Rotationen bezeichnen wir mit

Rod := {Ryo | u€S? ac|0,7]}.

Abbildung 3.4: Rodrigues-Rotation

3.2 Bemerkung. Es ist vielleicht nicht ganz offensichtlich, warum das formale Objekt R,
auch in der Anschauung tatséchlich einer Drehung um die Achse v mit Drehwinkel o entspricht.
Dafiir klaren wir erstmal, was es mit z; und x) auf sich hat: Der Gleichung

(x1,u) = {x — (x,u),u) = (z,u) — (x,u)
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entnehmen wir, dass x| senkrecht auf u steht. Da (z,u) € R, ist | = (z,u)u ein Vielfaches von
u, also parallel zu u. Schlieflich ist

vl +xp =2 — (v, u)u+ (r,u)u =z,

d.h. wir haben x zerlegt in einen Anteil, der senkrecht zu wu ist, und einen Anteil, der parallel zu
u ist.

Abbildung 3.5: Olindes Rodrigues (x06.10.1795 in Bordeaux; +17.12.1851 in Paris), Mathemati-

ker, Banker, Sozialreformer.

3.3 Satz (Linearitit von Rodrigues-Rotationen). Jede Rodrigues-Rotation Ry, : R? — R? ist
eine lineare Abbildung, d.h. es gilt fiir beliebige z,y € R® und A € R

Ru,a (-T + A?/) = Ru,oz (l‘) + >\Ru,oz (y)
Beweis. Aus

(x4+Ny)L =+ Ay — (& + Ay, u)u =z + Ay — (x,u) — Ay, u)u
= (z—(z,w)) + My — (y,w)u) =z + Ayy

und

(24 M) = (@ + Ay, uhu = (&, uyu+ Ay, uhu = 2 + Ay,
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folgt

Ryo(x + Ay) = cos(a)(z + Ay) L + sin(a)(u x (x + Ay)) + (z + Ay

cos(a)(zL + Ay1) +sin(a)(u x z +u x Ay)) + 2 + Ay
cos(a)r + Acos(a)yy +sin(a)u X x + sin(a)u x A\y) + x| + Ay
Ryo(x) + ARya(y).

O

3.4 Satz (Rodrigues-Gruppe). Die Rodrigues-Rotationen Rod bilden zusammen mit der Ver-
kniipfung von Abbildungen o eine Gruppe.

eweis. E e L O R

Seien R, o, R, 3 € Rod. Dann gilt fiir jedes z € R3 O
3.5 Definition (Drehmatrix). Die Menge

SO(3) := {A € R¥*3 | AA' = E,det(A) = 1}
heifst spezielle orthogonale Gruppe oder auch Gruppe der Drehmatrizen.

3.6 Bemerkung. Diese Definition werdet ihr auch in diversen Biichern finden. Dass wir Dre-
hungen nicht so definiert haben liegt daran, dass wir einer Matrix in SO(3) zunéchst einmal
nicht ansehen kénnen, warum es sich dabei um eine Drehung handelt. Aber FEuler kann das! Die
néchste Definition und der néchste Satz sind némlich richtige Mathematik.

3.7 Satz (Rotationssatz von Euler). Sei A € SO(3). Dann existiert genau ein v € S? und
a € [0,7], sodass A = R, . Die Drehachse u ist eine Losung des linearen Gleichungssystems
Au = u und der Drehwinkel kann berechnet werden durch?

a a az,z—1
o = arccos (%)

Umgekehrt ist jedes Rodrigues-Rotation R, , eine Drehmatrix, d.h. R, o € SO(3).

3.8 Bemerkung. Dieser Satz ist aber mit rein elementaren Mitteln nicht ganz einfach zu bewei-
sen. Ein eleganter Beweis bendtigt etwas fortgeschrittenere Methoden aus der Linearen Algebra
(Spektralsatz fiir normale Endomorphismen in unitdren Réumen), die den meisten Lesern ver-
mutlich noch nicht zur Verfiigung stehen. Wir geben hier daher keinen Beweis an. In den folgenden
Kapiteln wird eine Drehung fiir uns immer durch Formel Definition 3.1 gegeben sein.

3.2 Quaternionen und raumliche Drehungen

3.9 Satz (Quaternionen und Rotationen). Die Abbildung

f:V — Rod
qg — Cy

wobei
Cy:H, — H,
p — qpqg !,

ist ein surjektiver Gruppenhomomorphismus mit Kern {£1}.

2Man nennt a1,1 + az,2 + as,3 =: tr(A) auch die trace oder - auf Deutsch - die Spur von A.
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3.10 Bemerkung. Was soll das jetzt eigentlich heifsen? Zunéchst einmal sei hier bemerkt, dass
wir den R? mit den rein imaginiren Quaternionen H, identifizieren. In diesem Sinne ist dann
C, auch eine Abbildung R? — R? und hat damit eine Chance identisch mit einer geeigneten
Rodrigues-Rotation R, , zu sein.

Cy steht fir "conjugation with ¢” also der Konjugation mit ¢ (sinnloser sprachlicher Hinweis fiir
Algebraiker). Den Begriff Gruppenhomomorphismus haben wir schon in Definition 1.2 erklart und
den Begriff Kern in Definition 1.4. Dass f surjektiv ist bededeutet, dass jede Rodrigues-Rotation
R, o durch eine Konjugation C; dargestellt werden kann, d.h.

VRyao €Rod:3g eV : f(q) =Cy = Rya-

Aus beidem zusammen folgt jetzt iibrigens, dass es fiir jede Rodrigues-Rotation R, , € Rod
genau zwei Elemente £¢q € V gibt, sodass f(£q) = Ry.q-

Beweis. Als erstes bemerken wir, dass fiir ¢ € V gemaf (2.17) die Abbildung Cj; auch geschrie-
ben werden kann als

1

Vp e H, : Cy(p) = qpq~ " = qpq”.

SCHRITT 1 (Cy : H, — H,): Zunéchst einmal miissen wir zeigen, dass fiir jedes ¢ € V und p € H,
auch wirklich Cy(p) € H, gilt. Dazu rechnen wir erst einmal

Cy(p)* = (apq”) (Z)(q g

Daraus folgt jetzt aber wiederum mit (2.10), dass gpg* € H,.

L 27, (210 .
(Z)qpq (Z)—qpq = —Cy(p)-

SCHRITT 2 (Rodrigues-Form von Versoren): Wir zeigen, dass es fiir jedes ¢ € V einen Vektor
u € S? und einen Winkel « € [0, 7] gibt, sodass

+q = cos(§) + sin(§)u. (3.1)
Wir sagen dann, dass g in Rodrigues-Form dargestellt ist. Da ¢ € V| gilt
1=|lgl* = g5 + ai + & + a3 = Re(g)? + | Tm(q)||?
Sei nun zunéchst Re(g) > 0. Dann gibt es einen Winkel 3 € [0, 5], sodass

cos(f) = Re(q), sin(B) = [[ Im(q)-
Falls Im(q) # 0, so definiert man jetzt noch

u = 7Im(q) € SQ,

| Tm(q)|
und erhalt

q = Re(q) + Im(q) = cos(B) + || Im(Q)”HIIrIi(((Z[))H

Falls doch Im(g) = 0, so folgt ¢ = Re(g) > 0 und damit ¢ = 1 (da ||g|| = 1). Setze 5 := 0 und
wihle irgendein v € S2. Dann ist

= cos(B) £ sin(B)u'.

cos(B) +sin(flu=1+0-u=1=q.

Falls Re(q) <0, so ist Re(—¢) > 0 und wir kénnen das bisher Bewiesene anwenden.
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SCHRITT 3 (f : V — Rod, Surjektivitiit): Sei u € S? C R3 und «a € [0, 7]. Das Quaternion

< o(§) in(5)
q = cos |3 u sin 5

erfillt dann
gl = cos($)? + | sin(§)ul|* = cos(§)? +sin($)* = 1,

d.h. ¢ € V. Wir behaupten, dass f(q) = Ry,o. Wenn wir dies gezeigt haben, dann folgt sowohl,
dass f surjektiv ist, als auch, dass f(V) C Rod. Denn gemif (3.1) ist fiir jedes ¢ € V entweder
q oder —q in der Form cos(§) + sin(§)u darstellbar und es gilt f(—¢) = C_; = C;. Um nun
f(q) = Ry, zu zeigen, fassen wir u € S? ¢ R? £ H, als rein imaginires Quaternion auf und
erhalten zunéchst fiir alle € H,. die Gleichungen

ux—xu(iﬁ)—(u,x>—|—u><:v—(—(x,u>—|—:c><u):uxx—xxu(lis)qum (3.2)
und
(2.6)
ury =" u(—(z,u) +r X u) = —(r,W)u+u-r X u
(2.6)

(@, W) — (u, X u) +u X (@ X )
=" —(z,u)u+u x (z X u)
WO iz uyu— (2 x u) X u

(

z,u)u — (x, wyu + (u, u)x

—_
*

Cy(x) = qrq™" = qrq” = (cos(§) + usin(§))z(cos(§) — usin(5))
)xu + sin(§) cos( g 2

Juz — sin(5)“uzu

o
2
)(uz — 2u) — sin($) uzu

%)quu

—_— o~

z +2sin(%) cos($)(u x z) —sin($)*(z — 2(x, u)u)

= (cos(§)" — sin(%)Q)x + 2sin(§) cos(§)(u x ) + 2sin(%)2<m,u>u

=" cos(a)x +sin(a) u x x + (1 — cos(a))(x, u)u

= cos(a)(z — (z,u)u) +sin(a) u x z + (z, w)u = Ry o(z).
SCHRITT 4 (Homomorphie): Fiir jedes q1,q2 € V und p € H,

f(0162)(p) = Cyy42(p) = ©1020(q142)" = Q142p95q;7 = @1 Ry, ()q7
= Cy, (Cyy(p)) = (f(q1) o f(a2))(p)-

SCHRITT 5 (Kern): Gilt f(q) = 1, so gilt also

VpeH, :q=qpg " < pg=qp



4 Kampfflugzeuge 24

Daher gilt fiir alle a € R und p € H, mit p’ :==a+p

p'qg=(a+p)g=aq+pg=qa+qp=qlat+p)=qp

und damit insgesamt ¢ € Z(H). Nach Satz 2.19 folgt daher ¢ € R. Da nach Voraussetzung
1 =|q|]| = |q| muss ¢ = +1 gelten.

O

4 Kampfflugzeuge

4.1 Euler-Winkel

4.1 Definition. Es seien ej, ez, e3 € R? die drei Koordinatenachsen. Dann heifen fiir jeden
Winkel a € [0, 7] Rodrigues-Rotationen

Ra = Re1,on Po = Re27a7 Yo = Re3,a

roll, pitch und yaw (oder auch Elementarrotationen). Wir lassen hier auch Drehwinkel o € [0, 27]
zZu.

Center of
Gravity

Pitch Axis

+ Pitch

Roll Axis

Yaw Axis
+ Roll

Abbildung 4.6: Roll, Pitch, Yaw
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4.2 Satz (Euler-Winkel). Die Drehungen R, P,Y konnen als Matrizen

1 0 0
Mro:= |0 cos(a) —sin(w)
0 sin(a) cos(a)
cos(a) 0 sin(a)
Mp o = 0 1 0
—sin(a) 0 cos(a)
cos(a) —sin(a) 0
My o := | sin(o) cos(a) O
0 0 1

dargestellt werden, d.h. fiir jedes z € R3 gilt
Rox = Mg, x, Pozr = Mp_ z, Yox = My, x.

Beweis, (Dieser Beweis ist noch ou fitwen ]
(]

4.3 Satz (Euler). Fiir jede Rodrigues-Rotation R, existieren drei Winkel «, 3,7 € [0, 27],
sodass

Ru,g: = (YPR)a,gﬁ = Y’Y o Pﬁ oR,.

Boweis. (Dieser Beweis ist noch u filwen ]
]

4.2 Gimbal Lock

4.4 Definition (Gimbal Lock). Ein Winkel a € [0, 27] heift Roll Gimbal Lock, falls es Winkel
B,v € [0, 2] gibt, sodass fiir alle € € R mit 5+ ¢,v 4 ¢ € [0, 27] (solche € heifen zuldssig) gilt

(YP R)a,ﬁ+e,'y = (YPR)a,B,7+€ .

Analog definiert man auch einen Pitch Gimbal Lock und einen Yaw Gimbal Lock. Ein Gimbal
Lock ist ein Roll, Pitch oder Yaw Gimbal lock.

4.5 Beispiel. Wir behaupten, dass 8 := 37/2 ein pitch Gimbal lock ist. Dazu berechnen wir
zunéchst fiir beliebiges a, 5,7 € [0, 27| den Ausdruck (YPR)q g~ zu

cos(f) cos(a) — cos(7y)sin(a) + sin(y) sin(5) cos(a)  sin(y) sin(a) + cos(7y) sin(3) cos(«)
cos(f)sin(a)  cos(7y) cos(a) + sin(7y) sin(B) sin(a)  — sin(7y) cos(a) + cos(7y) sin(B) sin(a)
—sin(3) sin(7y) cos(8) cos() cos(3)

Setzt man jetzt 8 = 37/2, so erhélt man

0 —cos(a)sin(y) — sin(a) cos(y)  sin(a)sin(y) — cos(a) cos(y)
= |0 cos(a)cos(y) —sin(a)sin(y)  — cos(a)sin(y) — sin(a) cos(7)
0 0

1
—sin(y + oz) —cos(a+7)
cos(a —|— v) —sin(a+7)
0
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Wie man sieht, héingt das Ergebnis (YPR), 3, /2, nur von der Summe o+ ab. Fiir jedes ¢ € R ist
(a+e)+y = a+(y+e) und daher gilt fiir alle zuldssigen € also (YPR) 4z 37/2,4) = (YPR) 37 /2.74e-
Folglich ist 8 = 3m/2 ein pitch Gimbal lock.

5 Computerspiele

5.1 Zeitkomplexitat

In Computerspielen miissen hiufig viele Vektoren mehrfach gedreht werden. Angenommen wir
haben n Vektoren im R? und k Drehungen gegeben. Unser Ziel ist es alle Drehungen hinter-
einander auf alle Vektoren anzuwenden und das Ergebnis zu berechnen. Dazu haben wir jetzt
verschiedene Méglichkeiten. Die Drehungen konnen entweder klassisch durch Matrizen oder durch
Quaternionen beschrieben werden. Wir gehen davon aus, dass die Matrizen bzw. Quaternionen
schon berechnet vorliegen. In fig. 5.7 haben wir ausgezéhlt, wie viele Multiplikationen und Ad-
ditionen man benétigt, um jeweils eine Drehung auf einen Vektor anzuwenden, bzw. um zwei
Drehungen miteinander zu verketten. Dabei haben wir Satz 5.1 verwendet.

H Matrizen ‘Quaternionen

Anwendung | 9+6=15 18412 =30
Verkettung || 27+ 18 = 45 16 +12 =28

Abbildung 5.7: Anzahl der Multiplikationen + Additionen

Nun gibt es grundsétzlich zwei Strategien: Wir konnen entweder alle Drehungen einzeln auf alle
Vektoren anwenden oder erst alle Drehungen miteinander verketten und dann das Ergebnis auf
alle Vektoren anwenden. Bei n Vektoren und & Drehungen berechnet sich der Aufwand wie in

fig. 5.8 angegeben. Es gilt also:

H Matrizen ‘ Quaternionen

Einzeln 15nk 30nk
Verkettung || 45(k — 1) 4+ 15n | 28(k — 1) 4+ 30n

Abbildung 5.8: Komplexitéit von Drehungen

5.1 Satz. Sei ¢ = Re(q) + Im(q) =: w +v € H und p € H, = R? ein Vektor. Dann gilt
R,(p) = Cy(p) =p+2v x (v X p+ wp).

Die Berechnung von Cy(p) erfordert daher 30 Elementaroperationen.

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass fiir jedes weitere Quaternion ¢’ = Re(¢’) + Im(¢') =: w’ + '
gilt
qq' = (w+v)(w' +v')
= ww' + wv' + vw' + vv’
= ww' + wv' +vw + —{v,v) +v x v

= (ww' — (v,")) + wv' +vw +v x v
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Benutzt man nun auflerdem noch, dass
1=lg?* = w? + (v, 0) (5.2)

Damit berechnet man nun

. (5.1)
qpq" =" (—{v,p) + wp+v x p)(w —v)
= —w(v,p) + w’p +wv X p+ (v, p)v — wpv — (v X p)v

(26) —w(v,p) + w?p + wou X p+ (v,p)yv —w(—(p,v) + p x v) — (v X p)v

= —w(v,p) + w?p 4+ wv X p+ (v, plv + w(p,v) —wp X v — (v X p)v
= w?p + 2wv X p + (v, p)v — (v X P)v

) b (0, 0)p+ (v,p)v — (0 X P + 2wv X p

(2£6)p— (v, V)p + (v, p)v — (= (v X p,v) + (VX p) X V) + 2wV X p

= p— (v,0)p + (v,p)v — (v X p) X v+ 2w X p

1.8
(:)p—2(v><p)><v+2wv><p

=p+2vx(vxXp)+2wvXDp
=p+2v x (v X p+wp).

5.2 Weitere Aspekte

Obwohl die Verwendung von Quaternionen in Sachen Zeitkomplexitdt gar nicht so gut abzu-
schneiden scheint, hat sie dennoch viele weitere Vorteile:

Speicherkomplexitidt Ein Quaternion benoétigt nur 4 Zahlen, eine 3 x 3-Matrix 9. Das kann
enorme praktische Vorteile haben (CPU-Caching).

Rundungsfehler Bei der Verkettung von Drehmatrizen kénnen Rundungsfehler dazu fiihren,
dass das Ergebnis keine Drehmatrix mehr ist. Die Normalisierung einer Matrix ist viel
aufwandiger als die Normierung eines Quaternions.

Glatte Interpolation Hiufig mochte man zwischen zwei Drehungen auch viele Zwischendrehun-
gen berechnen (damit es so aussieht als wiirde ein Objekt fortwéhrend rotieren). Bei Ma-
trizen ist es gar nicht so leicht die dazwischen liegenden Euler-Winkel zu bestimmen. Bei
den Quaternionen kann man einfach den verbindenden Grofkreis auf der S nehmen.

All das fithrt dazu, dass Quaternionen auch tétséchlich in der Computergrafik verwendet werden.
Wir wissen aus dubioser Quelle, dass zum Beispiel das Half-Life SDK dazugehort.
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Abbildung 5.9: Gordon Freeman
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