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Zusammenfassung

In diesem Seminarvortrag wird die Komplexitdt und Entscheidbarkeit von
einigen knotentheoretischen Problem betrachtet. Dazu werden erstmal Kom-
plexitatstheoretische Grundlagen geschaffen. Besondere Beachtung wird das
Entscheidungsproblem ob ein Knoten der Unknoten ist oder nicht erhalten.
Der Vortrag ist auf [HLP] aufgebaut.
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1 Formalisierung von Problemen
Definition 1.1 Fir eine endliche Menge A ist
A% :={ay...ar |keN;a; e AV1<i<k}

die Menge aller Worter in A. Eine Teilmenge von A* heifst Sprache tber A. Fir
x=ay...a €A ist x| =k.

Definition 1.2 Eine Funktion f:{0,1}" — {0,1}" heift Problem, eine Funktion
f:{0,1}" - {0,1} Entscheidungsproblem.

Bemerkung 1.3 Man will natirlich nun alle ,intuitiven Problem* auch als Pro-
bleme auffassen konnen. Dazu ist es notwendig alle Objekte (Zahlen, Vektoren, Gra-
phen etc.), die in intuitiven Problemen vorkommen, in einem Wort aus {0,1}" zu
kodieren. Nun gehoren aber die meisten praktisch auftauchenden Objekte zu abzdihl-
baren Mengen, es gibt also schon eine bijektive Abbildung, die jedem Objekt genau
eine Zahl zuordnet. Natiirlich Zahlen lassen sich auf verschiedene Weisen in {0,1}"
kodieren (2.B. n — L/_l/ oder Bindrdarstellung). Das Abbilden solcher ,endlichen

n-mal
Objekte” auf natirliche Zahlen nennt man ,Géodel-Nummerierung ‘.

Definition 1.4 Die von einem Entscheidungsproblem f generierte Sprache ist
Ly={ze{0,1}7 | f(z) =1}

Das zu einer Sprache L c {0,1}" gehdrende Entscheidungsproblem ist

|1 firxelL
fL(x)_{O sonst

Also hdngen Sprachen und Entscheidungsprobleme ganz eng zusammen.



2 Formalisierung von Maschinen

Definition 2.1 Fine Turing-Maschine ist ein Tupel M = (', Q,8) wobei gilt:

e I'={>,0,0,1} heifit Alphabet von M

o () heifit die Menge der Zustinde von M und ist ebenfalls endlich. Es gibt zwei
besondere Zustinde:

— qs € Q (Startzustand)
— qg € Q (Endzustand)

e 6 ist die sog. Ubergangsfunktion: §: Q xT? - Q xI'x {L, R, N}?

o Weiterhin gibt es zwei (potentiell) unendlich lange Bdnder, die in Zellen auf-
geteilt sind in denen Elemente aus I' eingetragen sind. In der ersten Zelle
von jedem Band steht 1>, alle anderen Zellen sind mit O vorinitialisiert. Uber
dem ersten Band, dem FEingabeband gibt es einen Lesekopf, der genau eine
Zelle auslesen kann. Uber dem zweiten Band, dem Arbeitsband befindet sich
ein Lese-/Schreibkopf, der genau eine Zelle lesen und wieder (mit Eintrigen
aus T') beschreiben kann. Beide Kopfe sind nach Links und Rechts beweglich.

Lesekopf J, Fingabeband
M LTI I -

lLese-/Schreibkopf
CLITTTITTIITITIITI T -

Arbeitsband

Zu jedem Zeitpunkt besitzt M genau einen inneren Zustand q € Q.

e Eine Konfiguration von M st ein Tupel (q,e,a) € Q x I'2. Die Anfangskonfi-
guration ist beispielsweise (qs, >, ).

o In einem Arbeitsschritt wird § auf die aktuelle Konfiguration angewendet und
auf folgende Weise eine neue Konfiguration gewonnen (¢',a’,eg,e4) = 6(q,e,a):

Andere den inneren Zustand auf ¢’

— Schreibe o' in die Zelle tiber der sich der Arbeitskopf gerade befindet,
bewege ihn danach, wenn mdglich, um € 4, nenne den neuen Inhalt a.

Bewege den Eingabekopf um eg (wenn mdglich). Der Inhalt der neuen
Zelle sei €

— Die neue Konfiguration ist nun (¢',€,a).
e Erreicht M mit Eingabebandinhalt (> x 0) € T* (wobei x € {0,1}") irgend-
wann den Zustand qg so sagt man M terminiert auf x und nennt den Inhalt

des Arbeitsbandes y von der ersten Zelle bis zum ersten O die Ausgabe von M
auf x. Man schreibt dann auch suggestiv y = M (x).

o Fine Turing Maschine My iyiqi, die bei jeder Fingabe sofort in den Endzustand
wechselt und dabei > auf das Ausgabeband schreibt heifst trivial.




Bemerkung 2.2 FEine Turing-Maschine kann man sich ganz konkret als C-Programm
vorstellen

#Zustande entspricht der Grifie eines C-Programms
# Arbeitszellen entspricht dem verwendeten Arbeitsspeicher eines Programms
#Anwendungen von § entspricht der Zeit, die ein Programm bendtigt

Umgekehrt gibt es auch eine Turing-Maschine, die ein C-Programm ausfihrt (sie
sieht aber sehr uniibersichtlich aus).

These: (Church-Turing) Jeder physikalisch realisierbare Computer, sei er mecha-
nisch, auf Silikon-Basis, auf DNA-Basis oder sonstige Alien-Technologie, ldsst sich
auf einer Turing-Maschine simulieren.

3 Entscheidbarkeit

Definition 3.1 FEin Problem f heifit entscheidbar, berechenbar oder rekursiv, wenn
es eine Turing-Maschine M gibt s.d. fir alle x € {0,1}" gilt M(z) = f(z). Eine
Sprache heifst entscheidbar, berechenbar oder rekursiv, wenn fr entscheidbar ist.
Man sagt dann, dass M das Problem bzw. die Sprache entscheidet.

Beispiel 3.2 L= {11 €{0,1}" | n ist gerade} ist entscheidbar.
——

n—mal

Gibt es iiberhaupt unentscheidbare Sprachen?

Bemerkung 3.3 Das Tuple (T',Q,d) beschreibt M wvollstandig und aus diesem Tu-
pel konnen wir fir einen FEingabebandinhalt immer wieder den gleichen Arbeits-
bandinhalt erzeugen. Da aber I' und Q endlich sind, ist auch § endlich. Somit ist
die Menge aller Turing-Maschinen M abzihlbar. Sei F die zugehérige Bijektion
M — N, verkniipfe sie mit einer Kodierung von natiirlichen Zahlen als Elemente in
{0,1}" und nenne die resultierende Abbildung K : M — {0,1}". K ist bijektiv auf
seinem Bild, definiere also eine neue Abbildung

K1:{0,1}" - M
M IM e M mit K(M) =«
(8] =g
Miriviat  sonst

Definition 3.4
HALT = {(a,x) € {0,1}" | K™*(«) terminiert auf x}
Satz 3.5 HALT ist unentscheidbar.

Beweis: Sei My die Turing-Maschine, die HALT entscheidet. Definiere eine wei-
tere Turing-Maschine M die zur Eingabe x € {0,1}" folgendes y schreibt und dann
in qg wechselt
Wenn My (z,z)=0 y=1
Sonst  y=1-(K(z))w)

Was ist M (x) fir « = K(M)? M terminiert immer nach einem Schritt und kann
nur 0 oder 1 ausgeben.

Fall M(z)=0/also ist (K" (x)) () = 1 dann ist fir 2 = K(M)

1=K (K(M))xry = My =0 b



Fall M (z) =1|dann gibt es zwei Moglichkeiten:

[Fall My (z,z) = O:j was falsch ist (auch fiir ¢ = K(M)), da M immer nach einem
Schritt terminiert.

[Fall (K™ (2)) (@) = 0:} und fiir x = K (M) dann

0= K (K(M))x ) = MK(M)) =1}
Also gibt es My nicht, und HALT ist nicht entscheidbar. O

Definition 3.6 Fir zwei Entscheidungsprobleme fi und fo schreibe fi <t fo, wenn
es ein berechenbares f gibt mit fi(x) = fo(f(x)) Yo € {0,1}*. In Worten: ,f, ist
mindestens so schwer wie f1“ oder , f1 ldsst sich durch eine Turing-Maschine auf
fa zuriick fihren® (daher das T ).

Bemerkung 3.7 Indem man also zeigt, dass fir ein Entscheidungsproblem f gilt:
faarT <t f, hat man gezeigt, dass f unentscheidbar ist.

Satz 3.8 Folgende Probleme sind nicht entscheidbar
e Diophantische Gleichung Finde ganzzahlig Nullstelle von p € Z[X1,...,X,]

linearer Fall leicht mit etwas Termumformung
quaratischer Fall clevere Tricks helfen

kubischer Fall Algorithmus noch unbekannt, beriihmtestes Beispiel (ellipti-
schen Kurven):
v =2+ar+b abel

squadrublischer Fall nachgewiesener weise unentscheidbar

e PCP - Post-correspondence-problem Seien uy, ..., un,v1,...vy € {0,1}" finde
eine Folge von Indices (i )1<k<rc mit K >1, 1 <ix < N Vk und

«uil ...uik = vil ...rvik

o Gruppen-Theorie [RAB] Betrachte eine Teilmenge der Menge aller Gruppen,
die Menge aller endlich prisentierbarer Gruppen, also alle Gruppen G mit

G=(x1,...;zn | m(21,.. ., Zn), ., Ti(T1, ... )

Diese Menge decken schon sehr viele (auch unendliche) Gruppen ab, beispiels-
weise Knotengruppen!
Sei nun P eine algebraische (d.h. eine unter Gruppenisomorphismus invari-
ante) Figenschaft einer endlich prasentierten Gruppe. Gelte weiterhin

— FEs gibt eine Gruppe fir die P gilt

— FEs gibt eine Gruppe fiir die nicht P gilt

— @it fir eine Gruppe P so gilt es auch fir jede Untergruppe
Dann folgt: Die Sprache

{G | G ist Prasentation einer endlich prasentierbaren Gruppe und P(G)}

ist nicht entscheidbar.
Beispiele fiir P: abelsch, einfach, endlich, trivial

Man kann also tm Allgemeinen micht mal entscheiden ob eine Gruppe tri-
vial ist! Der Weg dber die Knotengruppe zu entscheiden, ob ein Knoten der
Unknoten ist fallt also aus prinzipieller Betrachtungsweise weg.



4

Komplexitatsklassen

Definition 4.1 Sei M eine Turing-Maschine

1.

Fiir x € {0,1}" sei timey () die Anzahl der 6-Anwendungen bis M auf
terminiert oder oo wenn M auf x nicht terminiert.

FirneN sei
timeyy(n) = sup {timey (v)}

ze{0,1}*,|z|<n

FirT:N - N sei

Dtime(T') := {L  {0,1}" | 3IM € M die L entscheidet und timey;(n) € O(T(N))}

P := | Dtime(n°)
ceN

FEine Turing-Maschine, die eine Sprache L € P entscheidet heifit polynomiell.

Definition 4.2

NP:={ Lc{0,1}"|3ceN,IM e M s.d. Vo €{0,1}" gilt
xeL < Jue{0, 1}‘95‘ s M(z,u) =1 in polynomieller Zeit}

Das zu einem x € L gehérende u € {0, 1}'90'0 heifit Zertifikat fir x unter M.

Beispiel 4.3 Hier einige Beispiele von Problem, die durch ein Zertifikat leicht zu
losen werden

e Seien {x;}.-, Boolsche Variablen und ¢(z) eine Disjunktion von Konjunktio-

nen dieser Variable (eine ,,Veroderung® von aussagenlogischen ,Verundungen“
der x; bzw. —~x;) also z.B. firn=>5

o(x) = (~x1 Voo Vv -x5) A(x3VTaV-mg)A(T1V-ToV I3V -2V ITs)

Die Menge aller Terme ist abzihlbar und damit ist jeder Term als Element
aus {0,1}" kodierbar. Sei SAT die Menge aller kodierten erfiillbaren Terme.
Es gilt SAT € NP (Zertifikat ist eine Belequng des Terms). Ob es einen
polynomiellen Algoritmus gibt oder nicht ist unbekannt, wenn dem aber so ist
folgt (da SAT in gewisser Weise eines der schwersten Probleme in NP ist),
dass P=NP.

Sei G ein endlicher Graph. Ein Hamiltonkreis ist ein geschlossener Weq im
Graphen, der jeden Knoten genau ein mal besucht. Set HAMILTONIAN die
Menge aller kodierten endlichen Graphen, in denen es einen Hamiltonkreis
gibt. Es gilt: HAMILTONIAN € NP (Zertifikat ist ein Hamiltonkreis).

Sei SUBSETSUM ={ScZ endlich| 35"’ €S : ¥ 5 s=0}.
Bsp: {~7,-3,-2,5,8} € SUBSETSUM, da y¢(_3_2.55 = 0.

THEOREMS = {(¢,n) | ¢ ist math. Satz mit Beweis der Linge < n} Es
gilt, dass THEOREMS € NP (das Zertifikal ist ein Beweis), wenn nun ge-
zetgt wiirde, dass P = NP ist THEOREMS € P und Mathematiker werden
tberfliissig.



Bemerkung 4.4 Nach der Definition muss das Zertifikat in seiner Ldnge polyno-
miell beschrinkt sein. Zahlen k € N bendtigen als minimale Kodierungsgrofie aber
[logs (k)] Stellen. Man kann also fiir eine Eingabe x € {0,1}" mit n = |z| keine
Zahl in der GriBerordnung von 22" als Zertifikat verwenden, denn sie bendtigt
[log,(22")] = 2" Stellen, was wirklich mehr als n¢ Stellen, fiir ein Konstantes c,
sind.

Man kann sich unter N P auch eine, vielleicht anschaulicherer, Art von Sprachen vor-
stellen. Namlich die Menge der Probleme, die von einer sog. ,,nicht-deterministischen*
Turing-Maschine, einem sehr wundersamen Gerét, in polynomieller Zeit gelost wer-
den koénnen.

Definition 4.5 Fine nichi-deterministische Turing-Maschine N ist eine Turing-
Maschine mit zwei Ubergangsfunktionen 81 und 62, also N = (I',Q,81,02). In jedem
Zustand kann N beide Ubergangsfunktionen benutzen. Man sagt, dass N auf Eingabe
x€{0,1}" terminiert, wenn es mindestens eine Folge von &;-02-Anwendungen gibt,
die zu qg fihren. Die Linge des kiirzesten solcher Wege heifit Ntimey (). Analog
zu gerade definiert man nun fir n € N die Gréfle Ntimey (n) und fir T :N - N die
Menge Ntime(T).

Satz 4.6
NP = | Ntime(n®)
ceN

Wir kénnen an N P nun also auf zwei Weisen denken: Eine Sprache L € NP kann

1. von einer nicht-deterministischen Turing-Maschine in polynomieller Zeit gelst
werden

2. von einer deterministischen Turing-Maschine in polynomieller Zeit gelost wer-
den, wenn man ihr ein Zertifikat (welches polynomiell in der Eingabelidnge
ist) als Hilfe gibt

Satz 4.7 PC NP

Beweis: Sei L € P, nun gibt es schon ein M, welches auf jeder Eingabe x in
polynomieller Zeit ein Ergebnis liefert. Die Wahl von u ist also egal. Somit ist
LeNP. O
Offene Frage: NP c P oder P+ NP

5 Knotentheorie

5.1 Fragestellung

Die Eingabedaten werden ab jetzt immer Verschlingungsdiagramme D einer zahmen
Verschlingung L in reguldrer Position sein. Die Eingabegrofie n ist

X (D) := #Kreuzungen + # (Knoten in L) - 1

Ist die Verschlingung L eigentlich ein Knoten entspricht n also gerade der Anzahl
der Uberkreuzungen in D.

Bemerkung 5.1 e X(D)=0= D ist ein Diagramm des Unknoten

e D ist ein Diagramm des Unknoten genau dann wenn, es einen einen zum
Unknoten isotopen Knoten K gibt fiir den es ein Diagramm D' mit X (D') =
0 gibt. (Erinnerung: Fine Isotopie eines topologischen Raumes X ist eine
Familie von Homdoomorphismen hy : X - X, t € [0,1] mit hg = id und H :
[0,1] x X - X mit H(t,p) := he(p) ist stetig)



o Knotendiagramme lassen sich, beispielsweise wie Graphen mit Kantemarkie-
rungen fiir ,drunter* und , driiber* an jeder Kreuzung, als Element aus {0,1}"
kodieren, nenne diese Kodierung F'.

Definition 5.2 Definiere folgende Sprachen:
UNKNOT :={F(D) | D ist Diagramm des Unknoten}
(Entscheidbarkeit bewiesen von Haken in 1954)
SPLITABLE := {F(D) | D ist Diagramm einer trennbaren Verschlingung}
(Entscheidbarkeit bewiesen von Schubert in 1961)
Satz 5.3 UNKNOT ¢ NP und SPLITABLE € NP

Beweisskizze: (nur fiir ersten Teil) Wir wollen zu der Kodierung F(D) = = €
{0,1}" eines Knotendiagramms D eine Konstante ¢ € N und ein Zertifikat u €
{0, l}lmlc finden (also ein Zertifikat polynomieller Lange) so, dass es eine Turing-
Maschine M gibt, die in polynomieller Zeit (mithilfe von u) priift, ob z eine Kodie-
rung des Unknotens ist. Wir miissen also Unknoten durch w als solche ,,zertifizieren*.
[Skizze einer Turing—Maschine:]

1. Priife, ob D ein Knotendiagramm ist: Wandere dazu auf dem Diagramm ent-
lang und markiere besuchte Kanten. Sobald man auf eine markierte Kante
trifft priife, ob es noch unmarkierte Kanten gibt, wenn nicht, dann ist es ein
Knotendiagramm, sonst nur ein Verschlingungsdiagramm.

2. Konstruiere einen ,,gut triangulierbaren® stiickweise linearen Knoten K in R3,
der D als Projektion hat.

3. Interpretiere u irgendwie als Fliche in R?® und stelle einige Eigenschaften von
ihr sicher (natiirlich in polynomieller Zeit). Dann wird folgen, dass sie eine
Scheibe (ohne Selbstiiberschneidungen) ist die als Rand gerade den Knoten
selbst hat. Dies kann (nach vorhergehenden Vortragen) aber nur der Fall sein,
wenn K der Unknoten ist. Somit ist dann D ein Diagramm des Unknoten.

5.2 Triangulierungen

Definition 5.4 Sei M eine kompakte 3-Manigfaltigkeit. Eine Triangulierung von
M ist eine Ausschopfung T € P(M) von M durch zu n-Simplices (fir 0 <n < 3)
homeomorphen Objekten (im Folgenden, der Einfachheit halber, Tetraeder, Dreicke,
Kanten und Punkte genannt). Der Schnitt zweier Objekte aus T gehdre immer auch
zu T und weiterhin gelte, dass sich zwei Tetraeder nur in einem Dreieck, zwei
Dreiecke nur in einer Kante und zwei Kanten nur in einem Punkt schneiden. Die
Menge aller Tetraeder heifit 3-Skelett, die Menge aller Dreicke 2-Skelett, die Menge
aller Kanten 1-Skelett und die Menge aller Punkte 0-Skelett.

Die Triangulierung heifit requldr, wenn fiir 1 <n < 3 der Rand des n-Skelettes genau
das n — 1-Skelett ist. Eine Triangulierung heiffit endlich, wenn sie nur aus endlich
vielen Tetraedern, Dreiecken, Kanten und Punkten besteht.

Die baryzentrische Unterteilung einer Triangulierung entsteht indem jeder Simplex
s durch einen 0-Simplex (Punkt) so im Schwerpunkt von s ersetzt wird und so
dann mit allen s1 verbunden wird, die aus echten Teilmengen von s hervogegan-
gen sind. Die baryzentrische Unterteilung uberfihrt endliche Triangulierungen in
endliche Triangulierungen und reguldre in requldre.




Sei S? die Ein-Punkt-Kompaktifizierung von R* (man stelle sich das Vorgehen ana-
log zur Kompaktifizierung von R? zur S? vor). Weiter sei K ein stiickweise linearer
Knoten in R? (zu jedem zahmen Knoten finden wir einen isotopen solchen Knoten)
und 7 eine Triangulierung von S? mit K in ihrem 1-Skelett und dem ,unendlich
ferne Punkt® als einen Punkt der Triangulierung.

Unterteile die Triangulierung 7 zwei mal baryzentrisch und erhalte so 7", eine
Triangulierung dieser Art nennen wir gut. Sei R eine Umgebung des Knotens K,
die aus den Simplices in 7 besteht, die nicht-leeren Schnitt mit K haben. Betrachte
nun die kompakte 3-Mannigfaltigkeit Mg = S? - ROK mit Rand OMg wobei RGK
das Innere von Rg bezeichne. Der Rand ORgx von Ry und damit auch der Rand
OMpy von My ist ein Torus und wird von Punkten, Kanten und Dreiecken in 7"
trianguliert.

Definition 5.5 Sei M eine kompakten 3-Mannigfaltigkeit mit Rand OM . Eine Fli-
che S heifst echt eingebettet, wenn sie sich nicht selbst tiiberschneidet und SNoOM =
0S. S heifit essentiell, wenn gilt:

o S ist echt eingebettet in M

e es gibt keinen Homeomorphismus von S nach OM, der die Identitit auf 0S
1st

e es gibt eine injektive Abbildung i:m1(S) — m (M)
Bemerkung 5.6 Seifertfiichen sind ein Beispiel fiir essentielle Fldchen.
Lemma 5.7 Sei K ein polygonaler Knoten und My wie oben gut trianguliert:
K ist der Unknoten < Jessentielle Scheibe in My

Exzistiert die Scheibe, dann gilt, dass
e 0S8 ist trennbar von K (im Sinne von Verschlingungen)
e OS5 durchsticht eine essentielle Scheibe in Rx maximal einmal

(was man auch ausdricken kann als [0S] = (0,+1) in H1(OMy,Z) wobei Hi(OMy,Z) =
Z &7 von (1,0), der Homologieklasse des Randes eine essentiellen Scheibe in Ry
(einem Meridian), und von (0,1), der Homologieklasse eines Longitude in OMk,
erzeugt wird) dann ist S essentiell und 5.7 impliziert dann, dass K der Unknoten
1st.

Grob gesagt muss man nach diesem Lemma nun keine aufspannende Scheibe fiir
K mehr finden sondern nur noch fiir eine Longitude und wenn wir so eine Scheibe
gefunden haben darf sie mit einem Meridian nur ein mal verknotet sein.

Lemma 5.8 Sei S zusammenhingende in R3 eingebettette, triangulierbare Fliche,
mit Euler-Charakteristik x(S) =1 dann, ist S eine Scheibe.

Beweis: x(S) = (#Fldchen) — (#Kanten) + (#Ecken), da S eine Fliche ist und
x(S) = 1 vorausgesetzt wird, dann folgt, dass #Flidchen = #Kanten. Dies ist nur
bei einer Scheibe oder der projektiven Ebene der Fall. Die projektive Ebene lasst
sich aber nicht in R? einbetten. |



5.3 Normalflachen

Definition 5.9 Seit im Folgenden die Anzahl der Tetraeder {Ti}:=1 in einer guten
Triangulierung T von My . Fine Fliche S € My heifst Normalfidche, wenn sie echt
eingebettet ist und thr Schnitt mit jedem Tetraeder von T aus nur endlich vielen
Drei- und Vierecken besteht, deren Ecken auf verschiedenen Kanten des entspre-
chenden Tetraeders liegen.

Bemerkung 5.10 FEine Normalfidche ist nicht notwendigerweise zusammenhdn-
gend (in mancher Literatur wird das hier definierte als ,,System von Normalfldchen*
bezeichnet und Normalflichen sind dort zusammehdingend)

Eine Normalfldche kann ein Tetraeder nur auf sieben verschiedene Weisen schneiden.
Die ersten vier (im Folgenden Schnitttyp 1, 2, 3 oder 4 genannt) entstehen dadurch,
dass eine Ecke des Tetraeders jeweils von den anderen drei getrennt wird und die die
letzten drei (im Folgenden Schnitttyp 5, 6 oder 7 genannt) trennen zwei Eckpunkte
des Tetraeders jeweils von den beiden anderen.

Jeder Schnitttyp kann mehrmals vorkommen, wir wollen Flachen nun anhand der
Anzahl der auftrettenden Schnitttypen charakterisieren:

Definition 5.11 Se:

v: {S|S Normalfiiche} - (Z") =27"
S = v(S)=(vi,...,0)

hierbei ist vy = (ve1, ..., ve7) und vy die Anzahl der Schnitte vom Typ j im Tetraeder
T;. Fiir eine Normalfiiche S heifit v(S) Normalkoordinaten von S.

Wann entspricht ein v € Z™ nun einer Normalfliche? Dazu betrachten wir einige
Eigenschaften, die v(s) haben muss:

Nicht-Negativitéts-Eigenschaft v;; >0 Vi{l,...,t},je{l,...,7}

Verklebe-Eigenschaft Betrachte zwei Indices 4,5 € {1,...,t} s.d. T;,T; € T Te-
traeder mit einer gemeinsamen Fliche sind. Fiir jedes Paar von Seiten in
diesem Schnittdreieck kann es in beiden Tetraedern maximal jeweils einen
Schnitt vom Typ 1, 2, 3 oder 4 und einen vom Typ 5, 6 oder 7 geben. Seien
k1 €{1,2,3,4} und [y € {5,6,7} die vorkommenden Schnitttypen in T; und ks
und Iy die entsprechenden in T5, dann gilt:

Viky + Vily = Ujky + Ujly

da jede auftretende Schnittkante von Schnitten in beiden Tetraedern herriih-
ren muss.

Vierecks-Eigenschaft Kommt in einem Tetraeder ein Schnitt vom Typ k € {5, 6,7}
vor, so kommt kein Schnitt vom Typ [ € {5,6,7} — {k} vor, sonst wéire s nicht
echt eingebettet (wiirde sich selbst iiberschneiden).

[HAK] zeigte, dass alle v € Z™, die obige Eigenschaften erfiillen eine Normalfliche
S mit v(S) = v bis auf Isotopie von R? eindeutig fest legen.

Definition 5.12 FEine Menge C € R"™ heifit Kegel, wenn Az € C fiir alle A >0 und
xz € C. Fir AeR™" heifit eine Menge {x € R™ | Ax > 0} polyedrischer Kegel. Eine
Hilbertbasis eines Kegels C € R™ ist eine minimale Menge B c Z™ s.d.

CZ{/\1131+...+)\”JL‘”|JU,L‘€B7)\,'EZZ()}
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Definition 5.13 Alle Punkte v € Z™ mit der Nicht-Negativitits-Eignschaft sind
enthalten im polyedrischen Kegel

R7* = {x = (z1,...,x7) €eR™ | 2,20 W}

Die Punkte aus Z7' ¢ R™* mit der Verklebe-Eigenschaft nennt man Haken-Normal-Kegel
Cuy und die Menge der Punkte in Cpr,, mit der Rechtsecks-Eigenschaft heifst Wy, .
Eine Fldche S heifit zusammengesetzt, wenn es Flichen S" und S” gibt s.d. v(S) =
v(S") +v(S"). Nicht-zusammengesetzte Flichen heiffen Fundamentalflichen.

Fundamentalflichen sind zusammenhéngend. Sonst wéren ihre Normalkoordinaten
die Summe der Normalkoordinaten ihrer Zusammenhangskomponten. Die Normal-
koordinaten einer Fundamentalfliche liegt in der minimalen Hilbert Basis des Kegels
Cy (welche endlich ist). Liegt die Normalkoordinaten auf einer Extremallinie von
Cur so heifit sie Vertex-Flache und v(S) heifit Vertex-Losung. Eine Vertex-Fléache
heifit minimal, wenn sie Fundamentalfldche ist.

Satz 5.14 Sei M eine kompakte 3-Manigfaltigkeit mit Rand OM + @. M enthalte
eine essentielle Scheibe, dann enthdlt M auch eine essentielle Scheibe, die minimale
Vertex-Fldche ist.

Lemma 5.15 Sei v € Z™ minimale Vertez-Lisung, dann gilt:
max v; < 271

Fiir jedes Element v einer Hilbert Basis von Caq gilt:

9Tt+2 _

maxv; <t

Lemma 5.16 Der Haken-Normal-Kegel Cyy hat mazimal 22 minimale Vertex-Losungen
2
und er hat mazimal 7219714 Elemente in einer Hilbert-Basis.

Lemma 5.17 Sei D ein Knotentdiagramm mit n Kreuzungen. Dann kann man
in der Zeit O(nlog(n)) Knoten K in R® konstruieren, der in regulirer Position
ist und D als Diagramm hat. Weiterhin erhdlt man eine kompakte triangulierte 3-
Manigfaltigkeit My = S* — Ry, deren Triangulierung gut ist und O(n) Tetraeder
enthdlt. In der Triangulierung ist ein Meridian auf dem Torus OMy markiert.

5.4 Zertifikat fiir den Unknoten

Wir wollen ein Element v € Wy, (dessen Normalenflache S eine essentielle Scheibe
eines Knotens K ist, den wir aus einem Diagramm D konstruiert haben) nun als
Zertifikat fiir UN K NOT verwenden. Dafiir muss folgender Satz gelten:

Satz 5.18 Es gilt:
1. Man kann dafiir sorgen, dass t polynomiell in der Eingabegrifle ist

2. die Elemente aus W, sind nicht zu grofi: es sollte wegen 4.4 eine Konstante
¢ geben so dass fir die einzelnen Eintrag gilt v; € O(2™)

3. es ist in polynomieller Zeit nachvollziehbar, ob v € Wy, (also, ob v alle drei

Figenschaften aus 5.3 hat)

Damit erhalten wir dann eine Normalfliche S mit v(S) = v fir diese ist nun noch
in polynomieller Zeit nachvollziehbar:

4. S ist zusammenhdngend

11



5.
6.

S ist Scheibe

S ist essentiell

Beweis:

1.

Es ldsst sich nach 5.17 eine Knoten finden dessen Triangulierung ¢ € O(n)
Tetraeder hat.

Die in 5.15 gegebnen Schranken sichern, dass es eine Konstante ¢ gibt und
somit auch eine durch t = ¢'n definierte Konstant ¢’ so dass v; € O(2%) =

0(2¢™). (beispielsweise geniigt ¢ = 8)

Nicht-Negativitits-Eigenschaft Es muss fiir alle 4 € {1,...,t} und j €
{1,...,7} gelten, dass v;; > 0. Dies kann also in O(7t) = O(n) gepriift
werden

Verklebe-Eigenschaft Hier miissen Bedingungen der Form vy, +vp, = v¢; +
vg, geprift werde. Die Anzahl dieser Bedingungen ist im schlimmsten Fall
die maximale Anzahl der Verklebungen von ¢ Tetraedern multipliziert mit
3 (da es in jedem Schnittdreieck 3 mogliche Paare von Seiten gibt). Geht
man also davon aus, dass jedes Tetraeder auf allen vier Seiten verklebt

ist ergibt sich
4t
- — =6t
2

als Anzahl von Bedingungen. Die Priifung ist also auch in O(6t) = O(n)
moglich

Rechtecks-Eigenschaft Hier muss gepriift werden, ob fir ¢ € 1,...,¢ und
J €{5,6,7} maximal ein v;; ungleich 0 ist. Also geniigt auch hier O(3t) =
O(n).

S ist zusammenhéngend, dies 148t sich zeigen indem man zeigt, dass v Minimal-
Losung ist

S ist nun also zusammenhéngend und trianguliert. x(S) lasst sich durch eine
passende Linear-Kombination von Komponenten von v berechnen. Und somit
folgt nach 5.8, dass S eine Scheibe ist

Nach 5.7 geniigt es zu priifen, ob 95 und K nicht verknotet sind und ob 95
die vom durch 5.17 markierten Meridian berandete Flache einmal durchsticht.

]
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